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１．はじめに
　Stylianou, Blanton & Knuth（2009）は、証明の指導と学習への課題として、現在までの証明に
関する生徒の困難を整理している。その中で、生徒にとって今なお問題である領域として、証明を
構成することを挙げている。一方で、『全国学力・学習状況調査』など、我が国の全国規模の調査
の結果をみてみると、多くの中学生が、ある程度証明を記述して止まってしまった解答や、一見証
明を完成させているようだが誤りや飛躍を含んだ解答をしている。本稿では、このような証明を
「未完成な証明」と呼ぶ。この「未完成な証明」がもたらされるのはなぜか、「未完成な証明」を生
成した生徒はどのような思考をしているのか、どのようなストラテジーを用いているのかを明らかに
することが喫緊の課題である。
　そこで、本稿の目的は、現在、数学教育において「未完成な証明」はどのように捉えられている
のか、未完成な証明を生成する認知的要因としてはどのようなものが明らかになっているのかにつ
いて、先行研究をもとに整理する。
２．「未完成な証明」の概念
2.1　Polya（1945）における「未完成な証明」
　Polya（1945）は、『How to Solve it』の中の「なぜ証明が必要なのか」という項目で、未完成な
証明という概念を取り上げている。Polyaは完成した証明（complete proof）について、ある種の論
理家にとって完全な証明だけが証明であるとしている。そして、「証明は少しのギャップ（飛躍）
も、抜け穴（loopholes）も、不確かなものは全然なくしてしまわなければならない。…日常生活
や法律の手続き、あるいは物理科学においてそのような完全な証明を期待できるだろうか。」と述
べ、Polyaは、完全な証明を、「少しのすき（gaps）も、穴（loopholes）も、不確かなものもないも
の」と捉え、完全な証明（strictly complete proof）の具体例として、『ユークリッド原論』の中の
証明を挙げている。
　それに対して、Polya（1945）は、最も本質的な注意、主な事柄の間の関連、証明の萌芽はあるが、
細かいことが不足しているものを、未完成な証明（incomplete proof）としている。そして、Polya
によれば、未完成な証明は、事実の間のある程度の関連付けを目的とし、厳重な論理性を目的とし
ない場合には、定理に関する興味を湧かせ、確からしいと刻み込ませることができ、また、与えら
れた定理を理解し記憶する助けになりうる。このような点から、Polyaは、未完成な証明の方が完
全に細部まで示した証明よりもはるかに示唆するところが多いものであると捉えている。
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2.2　Lin（2005）における「未完成な証明」
　Lin（2005）は、生徒の数学的認知を研究する目的を、生徒の思考や用いられるストラテジーを
総合的に探究し、何が生徒の思考を導いているのか、なぜそのストラテジーが用いられたのかを示
すこととしている。そして、生徒の数学的認知に関する研究によって得られた情報は、数学授業に
おける生徒の学習を高める指導ストラテジーの再設計に適用されるとしている。実際、生徒の数学
的認知に関する研究結果は、効果的な学習を保証する指導モジュールの再設計やカリキュラムの改
良にとって鍵となる情報源であるとしている。
　Lin（2005）は、幾何の証明に関する生徒のパフォーマンスを４つに分類した。
－受容可能な証明（acceptable proof）
－未完成な証明（incomplete proof）
－不作法な証明（improper proof）
－直観的な証明（intuitive proof）
　なお、ある証明が受容可能かどうかは、それを評価する教師や調査者といった、いわゆる権威者
の見解によって決められる。
　Linは、未完成な証明に分類される生徒のコンピテンシーの特徴として、次の４つを挙げている。
　・推論にとって不可欠な要素を認識することができる。
　・仮定と結論を明確に区別することができる。
　・特に、２段階の証明問題で、用いられる定理の諸条件を点検することができる。
　・仮定、結論、定理という立場に従って、言明を組織して演繹的ステップを作ることができる。
　
　Duval（2002）によれば、一つの妥当な推論には２つのレベルの推論的組織化が含まれる。それ
は、いくつかの命題を組織して演繹的ステップを作るレベル（第一レベル）と、いくつかの演繹的
ステップを組織して証明を作るレベル（第二レベル）である。Linは、未完成な証明を生成する生
徒のコンピテンシーを、Duval（2002）のいう「第一レベル」には達しているが「第二レベル」に
達していないと捉えている。
　Lin（2005）は、次の問題に対する未完成な証明のタイプを２つ取り上げている。一つ目のタイ
プは、結論を導く段階で誤っていたタイプである。具体的には、AC=BCとAC=ABを示したが、
AC=BC=ABの３辺が等しいことを導けなかった。二つ目のタイプは、一つの演繹的ステップを
誤っているタイプである。具体的には、AB=AC、あるいはAC=BCを導けなかった。
　Ａは円の中心で、ABはその半径とします。AB
の垂直二等分線と円との交点とＣとします。この
とき、△ABCが正三角形であることを証明しな
さい。
図１：台湾の全国調査で用いられた問題（Lin, 2005, p. 5）
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2.3　Heinze, Cheng, Ufer, Lin, & Reiss（2008）における未完成な証明
　Heinzeら（2008）においても、Lin（2005）と同じ分類がなされているが、各証明の特徴が詳細
に記述されている。Heinzeらにおいても、受容可能な証明における受容可能とは、教師や調査者の
ような権威者によって受諾し得ることを意味している。そして、受容可能な証明は、ナラティブ表
現や記号表現を伴った、前提から結論までの妥当な演繹的過程である。
　そして、未完成な証明は、生徒が演繹的な推論を試みているが、論理的な誤り（error）や飛躍
（gap）があるものである。すなわち、証明をするための必須の要素（crucial elements）を認識して
いるが、ステップを間違ったり、論理関係では後に出てくる性質を先の命題の証明に使ってしまう
など、推論の順番が逆になったりしているものである。
　不作法な証明は、幾何について間違った知識や不適切な性質を使ったりしている、全く演繹的で
ないアプローチをしているものである。Heinzeらは、不作法な証明を生成する生徒は、通常、必要
とされる幾何の知識に困難を持っているか、数学的推論について不適切な考え（idea）を持ってい
るかであるとしている。最後に、直観的な証明は、視覚的は判断に基づいた証明である。
３．証明を構成、記述できない諸要因
3.1　Furinghetti & Morselli（2004）の研究
　Furinghetti & Morselliは、数学的活動は純粋に認知的側面だけではなく、情緒的側面もあること
が広く認識されているにもかかわらず、生徒のパフォーマンスの研究が認知的側面に集中している
ことを問題視している。こうした状況に対して、彼らは、生徒のパフォーマンスにおける情緒、情
緒と認知の相互作用に焦点を当てる。その根拠として、数学的活動において情緒が中心であるこ
と、認知的要因は氷山の一角でむしろ指導者の期待に応えようとするために何かを生み出さなけれ
ばならないという圧力のようなものが支配的であること、そして、最近の研究では、認知的要因と
情緒的要因の相互関係を分析していることを挙げている。
　彼らは、生徒が一つの言明に対して証明をする際には、認知的経路と情緒的経路の２つの経路
を交差するとしている。彼らは、認知的経路について、「言明というテキストを読み、そのテキスト
を理解し、計画をデザインし、様々な証明方法によってその計画を実施するといった、諸段階」（p. 
370）を含むものであるとしている。そして、情緒的経路については、DeBellis & Goldin（1987）
による「かなり複雑で、認知的な表象形態と相互作用する、一連の（局所的な）感情の状態」（p. 
370）を採用している。ここでの認知的表象形態とは、DeBillis & Goldin（1987）で示されている、
内的表象システム（internal representation system）の中の（a）言語／統語論システム、（b）イメー
ジのシステム、（c）形式的表記システム、（d）計画とコントロールのシステム、（e）情緒システム
以外の表象システムのことである。
　Furinghetti & Morselli（2004）は、初等整数論の言明（「互いに素である２つの数の和は、両方
の数と互いに素である。」）の証明活動に取り組んだ一人の女子学生（数学科３年生）の証明過程に
おける認知と情緒の相互作用の様相を明らかにすることを目的としている。そのために、一人の女
子大学生の発話記録を慎重に吟味し、その生徒の証明過程を方向付ける一因になっている、「捉え
難い感情」を探っている。Furinghetti & Morselliによる「捉え難い感情」とは、数学の問題解決の
際につきものの、困惑、好奇心、挫折、自信のようなものである。
　Furinghetti & Morselliは、初等整数論の証明に失敗した一人の女子大学Fioreのプロトコルを分析
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して、認知的要因と情緒的要因を挙げた。ここでは、認知的要因を詳細に取り上げる。
・複数の例を探求しないし、生成しない
・代数について習得していない
・予期的思考をしない
・証明ストラテジーを全く省察しない
（１）「複数の例を探求したり、生成したりしない」
　Fioreは最初に問題を理解するために、１つの例（２と７）しか調べていなかった。しばらくし
てからも、３と14について調べた。Fioreは、具体的な数を使って探求することを、一種の儀式的
慣習と捉えていて、効果的なストラテジーであるとみなしていない。Fioreが具体的な数を使うこ
とは、解決過程を再開する一つの方法にすぎないのである。
（２）代数について習得していない
　Fioreは、２つの「互いに素である数」をどのように表現するかを考えているときに、因数分解
の概念が使えるのではないかと考えた。しかし、代数表現で因数分解を表現できなかった。また、
７に因数分解のアルゴリズムを適用した。これらの点で、Fioreは代数について習得しないと解釈
されている。
（３）予期的思考をしていない
　Fioreが期待したフィードバックや手がかりが得られないときにパニックに陥るのは、数学的
活動を、個人による苦心や創造を必要としない「自動的活動」と捉えていることを表している。
Fioreは、「何もわからない」や「お先真っ暗」などのメタファーを使ってパニック状況を表現して
いた。
　Fioreは、数学的活動を、一直線で連続して続く一連のステップから成っているものと見なして
おり、一つの経路を選択した場合、必ず最後まで到達することを期待している。したがって、解決
の行き止まりや失敗の可能性について熟慮していないのである。
（４）証明ストラテジーを全く省察していない
　Fioreは、整数についての問題に取り組む道具として、代数を用いるアイディアをもっている。
そのため、ほとんど具体的な数で調べることなく、２つの互いに素である数を代数で表現する方法
について考えていた。その後、なかなかうまくいかないにもかかわらず、最初の証明ストラテジー
に固執している。結局、最後まで証明ストラテジーが原因であることに気付かなかった。Fioreは、
この命題を証明するためには「矛盾による証明」が有効であることに気付くことができなかったし、
そもそも自分の証明過程を批判的にコントロールできなかった。
3.2　Lin（2005）の研究
　Linは、図１の問題に対する２つのタイプの未完成な証明を例示している。そしてそれぞれのタ
イプの未完成な証明について分析している。
　最初のタイプについて、Linは、生徒は三段論法に困難があるのか、あるいは、AC=BCと
AC=ABであることから、BC=ABは自明だから敢えて記述しなかったのか、という問いを立ててい
る。それに対して、背理法や数学的帰納法による証明の理解についての研究結果をもとに、次のよ
うに結論付けている。それは、背理法や数学的帰納法を用いて結論を導く段階を示さなかった生徒
は、その証明方法を儀式的に捉えていて、原理については理解していなかった。この結果から、
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Linは、「証明問題に必要な妥当な演繹的ステップをいくつか遂行できる生徒の中に、演繹的ステッ
プを組織して証明をつくることができない生徒がどれくらいいるのか？」（Lin, 2005, p. 6）という
一般的な問いを立てた。そして、インタビューにおいて証明を儀式的に捉えている生徒を同定した
ことを指摘している。
　２つ目のタイプについて、Linは、AB=ACを見いだせなかったのは、「ABとACも半径である」
という暗示的な情報に気づかなかったのではないか、あるいはAC=BCを見いだせなかったのは、
線分の垂直二等分線の性質に気づかなかったのではないかと、それぞれ推測している。また、２つ
目のタイプの生徒は、△ABCが正三角形であることを示すのに、二等辺三角形の３辺がすべて等
しいことを示せばよいことに気づいていなかったのかもしれないと予想している。
　以上のことから、Linは、未完成な証明を生成する生徒は、次のことができないのではないかと
推測している。
　（１）演繹的なステップを組織して、一つの証明を作ること
　（２）与えられた前提の中のいくつかの暗示的情報を視覚化すること
　（３）必要とされる数学の性質を認識すること
　（４）必要となる言明や演繹的ステップのすべてに気づくこと
　Linは、これらの４つのことを「認知的ギャップ（cognitive gaps）」と呼んでいる。そして、そ
の原因として、次のことを指摘している。
　（１）演繹的なステップを証明に組織することについての誤った理解
　（２）問題の内容
　（３）文脈の知識
　（４）認識値（epistemic value）（ありそうだ、視覚的に明らかそうだということから、その言明
が必要になることへ、ある命題についての個人の信頼度）
４．証明問題の解決におけるキーコンピテンシー
　Furinghetti & Morselli（2004）は、Boero（2001）に基づいて、予期的思考の重要性を指摘している。
Boero（2001）は、代数の問題解決の重要なアスペクトとして、予期（anticipation）の概念を挙げ
ている。Boeroによれば、「予期」という言葉は、主体者がその問題の解決にとって有益な代数式
の最終形（あるいは中間の形）や、解決に必要とされる変形の方向を予知する心的プロセスを意味
する。すなわち、予期とは、到達されるゴールと関連する最終形やその可能性を予見する（foresee）
ことである。その際には、いくつかの選択の結果を想像する必要がある。そして、このプロセスに
は、次のようないくつかの異なる要素が同時に起こる。
－類似の場面で成功した過去の変形の「記憶」
－現在の式形から最終形や中間の形を示唆する「直観」
－変形され得る式の形と、問題解決のねらいとを関連付ける「能力」
　「２つの連続する奇数の和は４で割り切れる」という推測に対して、教師が証明の最初と最後の
ステップを生徒に書かせたとき、「予期」が機能しない生徒は、2k+1+2k+3=C*4と書いたが、その
後2k+1+2k+3=2k+2k+4と書いた段階で止まってしまい、2k+2k=4kや4k+4=4（k+1）という標準的
116
な変形にたどり着かない。
　また、別の生徒は、2k+1+2k+3=4k+4まで書いた後、「4k+4が４の倍数であることをどうすれば
証明できるのか」がわからない。
　なお、Boeroによれば、予期はいくつかの場面で機能する。一つは、推測を証明する場合である。
この場合に、最終的な式の「形」はすぐにわかるか、教師によって与えられる。変形プロセスの様
相を予期しながら、最終的な式への変形プロセスを進める。もう一つは、推測を構成する場合であ
る。最終的な式はわからないので、具体的な数を使った実験をして、それを一般化したり総合した
り、変数間の代数的関係を確立したりすることを基に、代数式を探り、予期し、変形する。
　Boeroは、予期をマネジメントするために、代数的、外的表象による支持が必要であるとしてい
る。書かれた代数式の形が、変形のプロセス（予期を支持する）に強力な影響を与える。Boeroに
よれば、よい問題解決者は、問題状況の外的表象をその問題の解答に合わせる。外的表象は、「外
化」（心の中で予期された形やステップを外的に実現すること）と「内化」（自分の外的行為の結果
や、他者の外的行為の結果を受け入れて利用すること）の調和的関係を保ちながら、解決過程を方
向付けるものである。これについて、Boeroは、「もしもKが自然数ならば、2K個の連続する奇数の
和は4Kの倍数であることを証明しなさい。」という問題を用いて、例示している。
1+3+5+7=16は、4×2=8で割り切れるのでOK。
5+7+9+11+13+15=60は、4×3=12で割り切れるのでOK。
（＊）（2m+1）+（2m+3）+…+（2m+2K-1）＝4KS 【具体的な数についての実験を基にした予期】
（＊＊）おそらく、私は相殺できる。（内化） 【代数的表象からの予期】
（2m+1）+（2m+3）+（2m+5）+…+（2m+2K-5）+（2m+2K-3）+（2m+2K-1）=4KS　　（外化）
（2m+1+2m+2K-1）+（2m+3+2m+2K-3）+（2m+5+2m+2K-5）+…=（4m+2K）のK倍…=2・（2m+K）・K
これは、４で割ることができない。（内化）
いくつかの値をKに代入する。
K=1のとき、２つの連続する奇数は2m+1+2m+1となる。
一方、2・（2m+K）・KのKに1を代入する。（外化）
それは2（2m+1）・1＝（2ｍ+1）+（2ｍ+1）となり、これは連続していない。（内化）
おそらく、最初の数は2m+1、最後の数は2m+2K+1とすると、K=1に対してはOK。
K=2に対して、４つの連続する奇数を考えなければならない。（外化）
つまり、（2m+1）+（2m+3）+（2m+5）+（2m+7）となる。
一方でK=2の時の最後の数（2m+2K+1）は、2K+1=5となる。すなわち、（2m+1）+…+（2m+5）
したがって、（2m+1）+（2m+3）+（2m+5）+（2m+7）=（2m+1）+…+（2m+5）で、うまくいかない。
K=1のとき2K=2なので1,3
K=2のとき2K=4なので1,3,5,7
K=3のとき2K=6なので1,3,5,7,9,11
K=4のとき2K=8なので1,3,5,7,9,11,13,15
和の最後の項だけをみる。（内化）
3,7,11,15は、4K-1を意味している。
OK、2・（2m+K）・Kに戻ってみる。
117
（＊＊＊）今、これはとってもうまくいく。（2m+1）と（2m+4K-1）の和だから、4Kが見える。【予期】
（2m+1）+（2m+3）+（2m+5）+…+（2m+4K-5）+（2m+4K-3）+（2m+4K-1）
=（2m+1+2m+4K-1）+（2m+3+2m+4K-3）+（2m+5+2m+4K-5）+…=（4m+4K）・K=4K・（m+K）
　代数の証明問題の解決において、予期が重要な役割を果たす。幾何の証明問題の解決において
も、結論を導きそうな定理を予見するという意味で、鍵となると考えられる。
おわりに
　本稿の目的は、現在、数学教育研究において「未完成な証明」がどのように捉えられているのか、
未完成な証明を生成する認知的要因は何かについて先行研究をもとに整理することであった。未完
成な証明の捉え方、未完成な証明をもたらす認知的要因が明らかになった。そして、証明問題の解
決において鍵となる能力として「予期的思考」を指摘した。
　今後の課題は、さらに先行研究を調査し、「未完成な証明」を生成する認知的要因に関する研究
の全体像を把握する。
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